ΠΡΩΤΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ

Ορισμός 1: Ένας ακέραιος 
[image: image1.wmf]n1

>

 καλείται πρώτος αν οι μόνοι θετικοί διαιρέτες του n είναι οι 1 και n. Αν ο ακέραιος 
[image: image2.wmf]n1

>

 δεν είναι πρώτος τότε ο n καλείται σύνθετος.
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Παρατήρηση 2: 

i)
Αν ο ακέραιος 
[image: image3.wmf]n1

>

 είναι σύνθετος τότε υπάρχει 
[image: image4.wmf]α

Î

¢

 με 
[image: image5.wmf]1

αn

<<

 και 
[image: image6.wmf]αn

 (δηλ. ο n έχει έναν τουλάχιστον διαιρέτη που ανήκει στο σύνολο 
[image: image7.wmf]{

}

2,...,n1

-

).


ii)
Ο μοναδικός άρτιος πρώτος είναι το 2. Επομένως αν p πρώτος με 
[image: image8.wmf]p2

>

 τότε ο p είναι περιττός. Δεν ισχύει το αντίστροφο. Δηλαδή ένας περιττός φυσικός αριθμός μεγαλύτερος του 1 δεν είναι πάντα πρώτος. Π.χ. ο περιττός φυσικός αριθμός 5 είναι πρώτος, ενώ ο περιττός φυσικός αριθμός 9 δεν είναι πρώτος αφού 
[image: image9.wmf]39

 και 
[image: image10.wmf]31

¹

,  
[image: image11.wmf]39

¹

.
 ⁯

Θεώρημα 3: Κάθε ακέραιος 
[image: image12.wmf]n1

>

 έχει έναν (τουλάχιστον) πρώτο διαιρέτη.

Απόδειξη: Έστω 
[image: image13.wmf]n

Î

¢

 με 
[image: image14.wmf]n1

>

. Θεωρούμε το σύνολο 


[image: image15.wmf]{
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Am/m1 

και mn
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(δηλ. το Α αποτελείται από όλους τους θετικούς διαιρέτες του n που είναι μεγαλύτεροι του 1). Προφανώς 
[image: image16.wmf]nA

Î

. Άρα 
[image: image17.wmf]A

Æ¹Í

¥

 (δηλ. το Α είναι ένα μη κενό υποσύνολο των φυσικών αριθμών). Συνεπώς το Α περιέχει ελάχιστο στοιχείο. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει 
[image: image18.wmf]pA

Î

 τέτοιο ώστε 
[image: image19.wmf]pm

£

 για κάθε 
[image: image20.wmf]mA

Î

. Θα δείξουμε ότι ο p είναι πρώτος αριθμός. Πράγματι:

Αφού 
[image: image21.wmf]pA

Î

 τότε 
[image: image22.wmf]p1

>

. Έστω τώρα ότι ο p είναι σύνθετος. Τότε (βλ. Παρατήρηση 2i) υπάρχει 
[image: image23.wmf]α
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 με 
[image: image24.wmf]1

αp

<<

 και 
[image: image25.wmf]αp

. Επειδή 
[image: image26.wmf]pA
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 έχουμε ότι 
[image: image27.wmf]pn

. Επομένως 
[image: image28.wmf]αn

. Άρα για το α έχουμε ότι 
[image: image29.wmf]α
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 με 
[image: image30.wmf]α1

>

 και 
[image: image31.wmf]αn

. Συνεπώς 
[image: image32.wmf]αA

Î

. Άρα 
[image: image33.wmf]p

α

£

 (αφού το p είναι το ελάχιστο στοιχείο του Α). Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί 
[image: image34.wmf]αp

<

. Επομένως ο p δεν είναι σύνθετος. Συνεπώς ο p είναι πρώτος.

Επειδή 
[image: image35.wmf]pA

Î

 έχουμε αμέσως ότι 
[image: image36.wmf]pn

. Άρα ο p είναι πρώτος διαιρέτης του n.
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Παρατήρηση 4: Από το προηγούμενο Θεώρημα έπεται ότι κάθε ακέραιος 
[image: image37.wmf]n1

>

 είναι είτε πρώτος αριθμός είτε ένα γινόμενο πρώτων αριθμών.
⁯

Θεώρημα 5 (Θεώρημα του Ευκλείδη): Υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί.

Απόδειξη: Έστω ότι υπάρχουν πεπερασμένοι στο πλήθος πρώτοι αριθμοί, οι 
[image: image38.wmf]1

p

, 
[image: image39.wmf]2

p

, …, 
[image: image40.wmf]n
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 (
[image: image41.wmf]*
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). Θεωρούμε τον ακέραιο 
[image: image42.wmf]12n

mpp...p1

=+

. Σύμφωνα με το Θεώρημα 3, ο m έχει έναν (τουλάχιστον) πρώτο διαιρέτη. Αυτός προφανώς θα είναι κάποιος από το σύνολο 
[image: image43.wmf]{

}

12n

p,p,...,p

. Δηλαδή υπάρχει 
[image: image44.wmf]1in

££

 με 
[image: image45.wmf]i

pm

. Όμως 
[image: image46.wmf]i12n

ppp...p

. Άρα 
[image: image47.wmf](
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i12n

pmpp...p
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. Δηλ. 
[image: image48.wmf]i

p1

. Αυτό όμως είναι άτοπο αφού 
[image: image49.wmf]i

p1

>

 διότι ο 
[image: image50.wmf]i

p

 είναι πρώτος. Επομένως το πλήθος των πρώτων αριθμών είναι άπειρο.
⁯

Λήμμα 6: Έστω 
[image: image51.wmf]α,m,n
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 με 
[image: image52.wmf](
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α,m1
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 και 
[image: image53.wmf]αmn

. Τότε 
[image: image54.wmf]αn

.

Απόδειξη: Αφού 
[image: image55.wmf](

)

α,m1

=

 τότε υπάρχουν 
[image: image56.wmf]x,y

Î

¢

 τέτοια ώστε 
[image: image57.wmf]1

αxmy

=+

. Επομένως 
[image: image58.wmf]n

αnxmny

=+

. Επειδή 
[image: image59.wmf]ααnx

 και 
[image: image60.wmf]αmny

 (διότι από υπόθεση 
[image: image61.wmf]αmn

), έπεται ότι 
[image: image62.wmf](
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ααnxmny
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. Άρα 
[image: image63.wmf]αn

.
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Λήμμα 7: Έστω 
[image: image64.wmf]α,p

Î

¢

 τέτοιοι ώστε ο p να είναι πρώτος και 
[image: image65.wmf]p
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. Τότε 
[image: image66.wmf](
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p,
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Απόδειξη: Έστω 
[image: image67.wmf](

)

p,

αd

=

. Τότε 
[image: image68.wmf]d0

>

 και 
[image: image69.wmf]dp

. Άρα (επειδή ο p είναι πρώτος) έχουμε 
[image: image70.wmf]d1

=

 ή 
[image: image71.wmf]dp

=
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Έστω ότι 
[image: image72.wmf]dp

=

. Αφού 
[image: image73.wmf](
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αd
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 τότε 
[image: image74.wmf]d

α

. Άρα 
[image: image75.wmf]p

α

. Άτοπο. Επομένως 
[image: image76.wmf]d1

=

 και συνεπώς 
[image: image77.wmf](

)

p,

α1
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.
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Θεώρημα 8: Έστω 
[image: image78.wmf]α,b,p
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 τέτοιοι ώστε ο p να είναι πρώτος και 
[image: image79.wmf]p

αb

. Τότε 
[image: image80.wmf]p
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 ή 
[image: image81.wmf]pb

.

Απόδειξη: Έστω ότι 
[image: image82.wmf]p

α
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 (αν 
[image: image83.wmf]p

α

 τότε δεν έχουμε τίποτα να δείξουμε). Θα αποδείξουμε ότι 
[image: image84.wmf]pb

. Πράγματι:

Από το Λήμμα 7 έχουμε ότι 
[image: image85.wmf](

)

p,

α1

=

. Τότε από το Λήμμα 6 έπεται αμέσως ότι 
[image: image86.wmf]pb

.


⁯

Παρατήρηση 9: Από το προηγούμενο Θεώρημα έπεται ότι αν o p είναι πρώτος αριθμός και 
[image: image87.wmf]12n
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[image: image88.wmf]*
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) με 
[image: image89.wmf]12n

p
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, τότε ο p διαιρεί έναν (τουλάχιστον) από τους 
[image: image90.wmf]1
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, 
[image: image91.wmf]2
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, …, 
[image: image92.wmf]n
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.
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Θεώρημα 10 (Θεμελιώδες Θεώρημα της Αριθμητικής): Κάθε ακέραιος 
[image: image93.wmf]n1

>

 αναλύεται ως γινόμενο πρώτων παραγόντων κατά μοναδικό τρόπο (αν δεν ληφθεί υπόψη η σειρά των παραγόντων). 
⁯

Παρατήρηση 11: Από το Θεώρημα 10 έχουμε αμέσως ότι κάθε ακέραιος 
[image: image94.wmf]n1

>

 γράφεται μονοσήμαντα στη μορφή 


[image: image95.wmf]12
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όπου 
[image: image96.wmf]12
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 πρώτοι αριθμοί και 
[image: image97.wmf]*
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[image: image98.wmf]*

κ

Î

¥

).

Επίσης από το Θεώρημα 6 έπεται ακόμη ότι και κάθε ακέραιος 
[image: image99.wmf]n1

<-

 γράφεται μονοσήμαντα στη μορφή


[image: image100.wmf]12
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όπου 
[image: image101.wmf]12
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 πρώτοι αριθμοί και 
[image: image102.wmf]*

12

κ

r,r,...,r

Î

¥

 (
[image: image103.wmf]*
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Άρα κάθε ακέραιος 
[image: image104.wmf]n0,1
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 γράφεται μονοσήμαντα στη μορφή 


[image: image105.wmf]12
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όπου 
[image: image106.wmf]12
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 πρώτοι αριθμοί και 
[image: image107.wmf]*
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[image: image108.wmf]*
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). Η μορφή αυτή του n καλείται κανονική μορφή του n. Η εύρεση της κανονικής μορφής ενός ακεραίου 
[image: image109.wmf]n0,1

¹±

 περιγράφεται στο παρακάτω παράδειγμα:

Έστω 
[image: image110.wmf]n126

=

. Βρίσκουμε τον πρώτο στη σειρά πρώτο αριθμό με τον οποίο διαιρείται το 126. Αυτός είναι το 2. Παρατηρούμε ότι 
[image: image111.wmf]126:263

=

. Στη συνέχεια βρίσκουμε τον πρώτο στη σειρά πρώτο αριθμό με τον οποίο διαιρείται το 63. Αυτός είναι το 3. Παρατηρούμε ότι 
[image: image112.wmf]63:321

=

. Συνεχίζουμε την προηγούμενη διαδικασία για το 21. Παρατηρούμε ότι 
[image: image113.wmf]21:37

=

. Τελειώνουμε τη διαδικασία όταν θα καταλήξουμε σε πρώτο αριθμό (εδώ είναι το 7). Άρα 
[image: image114.wmf]2

126237

=××

. Αυτή είναι η κανονική μορφή του 126. Η προηγούμενη διαδικασία συνήθως γράφεται σύντομα ως εξής:


[image: image115.wmf]1262

633
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,     
[image: image116.wmf]2

126237

=××


Αν ξεκινήσουμε με αρνητικό ακέραιο n, τότε εφαρμόζουμε την παραπάνω διαδικασία για τον 
[image: image117.wmf]n

 και τότε η κανονική μορφή του n είναι η κανονική μορφή του 
[image: image118.wmf]n

 με πρόσημο ‘
[image: image119.wmf]-

’. Δηλαδή αν 
[image: image120.wmf]n126

=-

 τότε η κανονική του μορφή είναι 
[image: image121.wmf]2

237

-××

.
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Παρατήρηση 12: Έστω ακέραιος 
[image: image122.wmf]n0,1

¹±

. Τότε από την προηγούμενη Παρατήρηση έχουμε ότι ο n γράφεται μονοσήμαντα στη μορφή 
[image: image123.wmf]12
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rrr

12

κ

npp...p

=±

, όπου 
[image: image124.wmf]12
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 πρώτοι αριθμοί και 
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). Τότε το σύνολο των διαιρετών του n είναι το σύνολο των αριθμών της μορφής:


[image: image127.wmf]12
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όπου 
[image: image128.wmf]i
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 με 
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 για κάθε 
[image: image130.wmf]i1,2,...,
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. Οπότε το πλήθος των διαιρετών του n είναι 
[image: image131.wmf](
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 (το πλήθος των θετικών διαιρετών του n είναι 
[image: image132.wmf](
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 και το πλήθος των αρνητικών διαιρετών του n είναι 
[image: image133.wmf](
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Θεώρημα 13: Έστω ακέραιος 
[image: image134.wmf]n1

>

. Τότε ο n είναι σύνθετος αν και μόνο αν υπάρχει p πρώτος διαιρέτης του n με 
[image: image135.wmf]pn

£

.

Απόδειξη: (ευθύ)

Έστω ότι ο n είναι σύνθετος. Τότε (βλ. Παρατήρηση 2i)) υπάρχει 
[image: image136.wmf]α
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 με 
[image: image137.wmf]1
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 και 
[image: image138.wmf]αn

. Αφού 
[image: image139.wmf]αn

 τότε υπάρχει 
[image: image140.wmf]b
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 με 
[image: image141.wmf]n

αb

=

. Από αυτό και το γεγονός ότι 
[image: image142.wmf]1

αn

<<

 έχουμε αμέσως ότι 
[image: image143.wmf]1bn

<<

. Επειδή 
[image: image144.wmf]n

αb

=

 τότε 
[image: image145.wmf]αn
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 ή 
[image: image146.wmf]bn
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 (αν 
[image: image147.wmf]αn

>

 και 
[image: image148.wmf]bn

>

 τότε  θα είχαμε 
[image: image149.wmf](

)
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 το οποίο είναι προφανώς άτοπο).

Ας υποθέσουμε – χωρίς βλάβη της γενικότητας – ότι 
[image: image150.wmf]αn
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 (ακριβώς όμοια εργαζόμαστε αν  
[image: image151.wmf]bn

£

). Από το Θεώρημα 3 έπεται ότι υπάρχει p πρώτος αριθμός τέτοιος ώστε 
[image: image152.wmf]p

α

. Άρα 
[image: image153.wmf]p

α

£

 και επομένως  
[image: image154.wmf]pn

£

. Επίσης επειδή 
[image: image155.wmf]αn

 έχουμε και ότι 
[image: image156.wmf]pn

. Συνεπώς ο p είναι πρώτος διαιρέτης του n με 
[image: image157.wmf]pn

£

.

(αντίστροφο) Προφανές.
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Παρατήρηση 14: Για έναν ακέραιο 
[image: image158.wmf]n1

>

, από το προηγούμενο Θεώρημα, έχουμε αμέσως τα εξής:

i)
Ο n είναι πρώτος αν και μόνο αν δεν υπάρχει πρώτος αριθμός p τέτοιος ώστε 
[image: image159.wmf]pn

 και 
[image: image160.wmf]pn

£

.

ii)
Ο n είναι πρώτος αν και μόνο αν για κάθε πρώτο αριθμό p με 
[image: image161.wmf]pn

£

 έχουμε ότι 
[image: image162.wmf]pn

I

.

iii)
Ο n είναι πρώτος αν και μόνο αν για κάθε πρώτο αριθμό p με 
[image: image163.wmf]pn

 έχουμε 
[image: image164.wmf]pn

>

.
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Παρατήρηση 15 (Αλγόριθμος εύρεσης πρώτων αριθμών): Έστω ακέραιος 
[image: image165.wmf]n1

>

. Τότε για να ελέγξουμε αν ο n είναι πρώτος μπορούμε να εφαρμόσουμε τον εξής αλγόριθμο:

I)
Αν 
[image: image166.wmf]n2

=

 ή 
[image: image167.wmf]n3

=

 τότε ο n είναι προφανώς πρώτος αριθμός.

II)
Αν  
[image: image168.wmf]n4

³

 τότε υπολογίζουμε τη 
[image: image169.wmf]n

 και διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:


i)
Αν 
[image: image170.wmf]n
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¥

 τότε ο n είναι σύνθετος αριθμός αφού 
[image: image171.wmf]nnn

=×

 με 
[image: image172.wmf]n

+

Î

¢

 και 
[image: image173.wmf]n1,n

¹

 διότι 
[image: image174.wmf]n2

³

.


ii)
Αν 
[image: image175.wmf]n

Ï

¥

 τότε θεωρούμε το σύνολο 


[image: image176.wmf]{
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πρώτος και pn
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και έχουμε ελέγχουμε αν κάποιο από τα στοιχεία του 
[image: image177.wmf]n

A

 είναι διαιρέτης του n:


α)
Αν κανένα στοιχείο του 
[image: image178.wmf]n

A

 δεν διαιρεί το n τότε (βλ. Παρατήρηση 14ii)) ο n είναι πρώτος αριθμός.



β)
Αν υπάρχει στοιχείο του 
[image: image179.wmf]n

A

 το οποίο διαιρεί το n τότε (βλ. Θεώρημα 13) ο n είναι σύνθετος αριθμός.
Η δυσκολία του παραπάνω αλγορίθμου έγκειται στον υπολογισμό του συνόλου 
[image: image180.wmf]n

A

 για μεγάλα n.

Παράδειγμα:

Να εξεταστεί αν ο αριθμός 421 είναι πρώτος.

Επειδή 
[image: image181.wmf]42120,52

;

, θα βρούμε το σύνολο 
[image: image182.wmf]{

}

421

Ap/p 

πρώτος και p421

=Î<

¢

. Έχουμε προφανώς ότι 
[image: image183.wmf]{

}

421

A2,3,5,7,11,13,17,19

=

. Παρατηρούμε (απλώς υπολογισμός) ότι κανένα από τα στοιχεία του 
[image: image184.wmf]421

A

 δεν είναι διαιρέτης του 421. Άρα ο αριθμός 421 είναι πρώτος αριθμός.
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Παρατήρηση 16 (Το κόσκινο του Ερατοσθένη): Θεωρούμε ένα θετικό ακέραιο 
[image: image185.wmf]n1

>

. Για να προσδιορίσουμε τους πρώτους αριθμούς του συνόλου 
[image: image186.wmf]{

}

2,...,n

 εργαζόμαστε ως εξής:

i)
Γράφουμε σε έναν πίνακα με αύξουσα σειρά τους φυσικούς από το 2 μέχρι το n.

ii)
Κρατάμε το 2 (είναι ο πρώτος στη σειρά πρώτος αριθμός) και διαγράφουμε όλα τα πολλαπλάσια του 2 που υπάρχουν στον πίνακα.

iii)
Στη συνέχεια κρατάμε το 3 (είναι ο δεύτερος στη σειρά πρώτος αριθμός και ο πρώτος στον πίνακα μετά το 2 που δεν έχει διαγραφεί) και διαγράφουμε όλα τα πολλαπλάσια του 3 που υπάρχουν στον πίνακα.

iv)
Συνεχίζουμε με όμοιο τρόπο τη διαδικασία που περιγράψαμε στα i), ii) μέχρι τον πρώτο p για τον οποίο 
[image: image187.wmf]pn

£

 (στην αρχή κάθε βήματος ο πρώτος αριθμός που δεν έχει διαγραφεί μετά τον αριθμό του οποίου τα πολλαπλάσια διαγράψαμε στο προηγούμενο βήμα είναι ο επόμενος στη σειρά πρώτος αριθμός μετά από αυτόν που βρήκαμε στο προηγούμενο βήμα).

v)
Οι αριθμοί του πίνακα που δεν έχουν διαγραφεί είναι οι πρώτοι αριθμοί του συνόλου 
[image: image188.wmf]{

}

2,...,n

.

Η παραπάνω περιγραφείσα διαδικασία καλείται κόσκινο του Ερατοσθένη προς τιμή του αρχαίου Έλληνα μαθηματικού Ερατοσθένη που την ανακάλυψε.

Παράδειγμα: Εφαρμόζοντας την παραπάνω διαδικασία για 
[image: image189.wmf]n50

=

 έχουμε ότι 
[image: image190.wmf]507,071

;

. Άρα οι πρώτοι που είναι μικρότεροι ή ίσοι του 
[image: image191.wmf]50

 είναι οι 2, 3, 5 και 7. Οπότε δημιουργείται ο πίνακας:


[image: image192.wmf]234
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Επομένως οι πρώτοι αριθμοί που είναι μικρότεροι ή ίσοι του 50 είναι οι 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43 και 47.
⁯

Θεώρημα 17 (μικρό Θεώρημα του Fermat): Για κάθε ακέραιο α και για κάθε πρώτο αριθμό p ισχύει:




[image: image193.wmf](

)

p

p

αα

-


⁯

Πόρισμα 18: Έστω 
[image: image194.wmf]α

Î

¢

 και p πρώτος αριθμός με 
[image: image195.wmf]p

α

I

. Τότε:


[image: image196.wmf](

)

p1

p

α1

-

-


Απόδειξη: Από το προηγούμενο Θεώρημα έπεται ότι 


[image: image197.wmf](

)

(

)

pp1

p

αα  pαα1

-

-Þ-


Τότε από το Θεώρημα 8 (αφού 
[image: image198.wmf]p

α

I

) έπεται αμέσως ότι 
[image: image199.wmf](

)

p1

p

α1

-

-

.
⁯

Θεώρημα 19 (Θεώρημα του Wilson): Έστω 
[image: image200.wmf]n

Î

¢

 με 
[image: image201.wmf]n1

>

. Τότε ο n είναι πρώτος αν και μόνο αν 
[image: image202.wmf](

)

(

)

nn1!1

-+

 (όπου 
[image: image203.wmf](

)

(

)

n1!12...n1

-=×××-

).
⁯

Ορισμός 20: Έστω δύο μη μηδενικοί ακέραιοι m και n. Ορίζουμε ως ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των m και n το μικρότερο από τα κοινά θετικά πολλαπλάσια των m και n. Το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των m και n συμβολίζεται με 
[image: image204.wmf][

]

m,n

.
⁯

Παρατήρηση 21: Έστω 


[image: image205.wmf]{

}

{

}

*

m

Πκm/κm,2m,3m,...

=Î=

¥


και 


[image: image206.wmf]{

}

{

}

*

n

Πλn/λn,2n,3n,...

=Î=

¥


Προφανώς 
[image: image207.wmf]mn

mn

ΠΠ

×ÎÇ

. Άρα 
[image: image208.wmf]*

mn

ΠΠ

Æ¹ÇÍ

¥

. Συνεπώς το 
[image: image209.wmf]mn

ΠΠ

Ç

 περιέχει ελάχιστο στοιχείο το οποίο είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των m και n (δηλ. 
[image: image210.wmf][

]

(

)

mn

m,nmin

ΠΠ

=Ç

). Επομένως το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο 
[image: image211.wmf][

]

m,n

 των m και n είναι ο μοναδικός θετικός ακέραιος που έχει τις εξής ιδιότητες:

i)
 
[image: image212.wmf][

]

mn

m,n

ΠΠ

ÎÇ

 (δηλ. το 
[image: image213.wmf][

]

m,n

 είναι κοινό θετικό πολλαπλάσιο των m και n).

ii)
Αν 
[image: image214.wmf]mn

αΠΠ

ÎÇ

 τότε 
[image: image215.wmf][

]

m,n

α

£

 (δηλ. το 
[image: image216.wmf][

]

m,n

 είναι μικρότερο ή ίσο από κάθε κοινό θετικό πολλαπλάσιο των m και n).
⁯

Θεώρημα 22: Έστω 
[image: image217.wmf]*

m,n

Î

¢

. Τότε 
[image: image218.wmf](

)

[

]

m,nm,nmn

×=×

.
⁯

Από το Θεώρημα 22 έπεται αμέσως το εξής:

Πόρισμα 23: Έστω 
[image: image219.wmf]*

m,n

Î

¢

 με 
[image: image220.wmf](

)

m,n1

=

. Τότε 
[image: image221.wmf][

]

m,nmn

=×

.
⁯

Θεώρημα 24: Έστω 
[image: image222.wmf]*

m,n

Î

¢

 και 
[image: image223.wmf]x

Î

¢

. Το x είναι κοινό πολλαπλάσιο των m και n αν και μόνο αν το x είναι πολλαπλάσιο του 
[image: image224.wmf][

]

m,n

.

Απόδειξη: (ευθύ)

Έστω ότι το x είναι κοινό πολλαπλάσιο των m και n. Θα δείξουμε ότι το x είναι πολλαπλάσιο του 
[image: image225.wmf][

]

m,n

. Πράγματι:

Αφού το x είναι πολλαπλάσιο του m τότε υπάρχει 
[image: image226.wmf]κ

Î

¢

 τέτοιο ώστε 
[image: image227.wmf]x

κm

=

. Όμοια υπάρχει 
[image: image228.wmf]λ

Î

¢

 τέτοιο ώστε 
[image: image229.wmf]x

λn

=

. Έστω 
[image: image230.wmf](

)

(

)

*

m,n

m,nd0
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=>

¢

. Τότε 
[image: image231.wmf](

)
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=

 και άρα 
[image: image232.wmf]mn

,1

dd

æö

=

ç÷

èø

.

Τώρα έχουμε:


[image: image233.wmf]mnmn

κmλnκdλdκλ

dddd

=Û=Û=


Όμως 
[image: image234.wmf]mm

κ

dd

 (προφανές). Άρα 
[image: image235.wmf]mn

λ

dd

 και επειδή 
[image: image236.wmf]mn

,1

dd

æö

=

ç÷

èø

, τότε (βλ. Λήμμα 6) 
[image: image237.wmf]m

λ

d

. Επομένως 
[image: image238.wmf]λdλ

m

m

d

=Î
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. Άρα:


[image: image239.wmf](
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Θεώρημα 22

mnmn
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Συνεπώς το x είναι πολλαπλάσιο του 
[image: image240.wmf][

]

m,n

 αφού, όπως δείξαμε παραπάνω, 
[image: image241.wmf]λd

m

Î

¢

.

(αντίστροφο) Προφανές.
⁯

Θεώρημα 25: Έστω 
[image: image242.wmf]1

p

, 
[image: image243.wmf]2

p

, …, 
[image: image244.wmf]κ

p

 (
[image: image245.wmf]*

κ

Î

¥

) πρώτοι αριθμοί και 
[image: image246.wmf]*

m,n

Î

¢

 με 
[image: image247.wmf]12

κ
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κ

m

εpp...p

=

, 
[image: image248.wmf]12

κ

λλλ

n12

κ

n
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 όπου 
[image: image249.wmf]{
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mn

ε,ε1,1
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 και 
[image: image250.wmf]12

κ12κ
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¥

. Τότε:

i)

[image: image251.wmf](
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 όπου 
[image: image252.wmf]{

}
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cminr,

λ

=

(= ο μικρότερος από τους 
[image: image253.wmf]i

r

, 
[image: image254.wmf]i

λ

) για κάθε 
[image: image255.wmf]i1,2,...,

κ

=

.

ii)

[image: image256.wmf][

]
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κ
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κ

m,npp...p

=

 όπου 
[image: image257.wmf]{

}
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smaxr,

λ

=

(= ο μεγαλύτερος από τους 
[image: image258.wmf]i

r

, 
[image: image259.wmf]i

λ

) για κάθε 
[image: image260.wmf]i1,2,...,

κ

=

.
⁯

Παρατήρηση 26: Από το προηγούμενο Θεώρημα έπεται αμέσως ότι για να βρούμε τον μέγιστο κοινό διαιρέτη και το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο δύο ακεραίων m, n με 
[image: image261.wmf]m,n0,1

¹±

 μπορούμε να κάνουμε τα εξής:

i)
Γράφουμε τους m, n στην κανονική τους μορφή (βλ. Παρατήρηση 11).

ii)
Ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των m, n είναι το γινόμενο των κοινών πρώτων παραγόντων (οι οποίοι εμφανίζονται στις κανονικές τους μορφές) υψωμένοι στις μικρότερες δυνάμεις. Αν δεν υπάρχουν κοινοί πρώτοι παράγοντες τότε (και μόνο τότε) ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των m και n είναι το 1. 

iii)
Το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των m, n είναι το γινόμενο των κοινών και μη κοινών πρώτων παραγόντων (οι οποίοι εμφανίζονται στις κανονικές τους μορφές) υψωμένοι οι κοινοί παράγοντες στις μεγαλύτερες δυνάμεις.

Αν ένας από τους m, n είναι το 1 ή το 
[image: image262.wmf]1

-

, τότε 
[image: image263.wmf](

)

m,n1

=

. Επίσης αν ένας από τους m, n είναι το 1 ή το 
[image: image264.wmf]1

-

, έστω ότι αυτό συμβαίνει για τον m, και 
[image: image265.wmf]n0

¹

 τότε 
[image: image266.wmf][

]

m,nn

=

.
ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.
Να βρείτε τους 
[image: image267.wmf]α,β

*

Î

¢

 και τον πρώτο p σε κάθε μια από τις παρακάτω περιπτώσεις:


i)

[image: image268.wmf](

)

(

)

αβαβ3

-+=



ii)

[image: image269.wmf]2

α4p

-=



iii)

[image: image270.wmf](

)

2

α1p15

-=


2.
Έστω 
[image: image271.wmf]n

*

Î

¥

 τέτοιος ώστε ο n δεν είναι τέλειο τετράγωνο. Να δείξετε ότι ο αριθμός 
[image: image272.wmf]n

 είναι άρρητος. Μπορείτε να γενικεύσετε το αποτέλεσμα;

3.
Να βρείτε τον πρώτο αριθμό p για τον οποίο ισχύει:


i)

[image: image273.wmf]2

3p1n

+=

, 
[image: image274.wmf]n

Î

¢

.


ii)

[image: image275.wmf]3

pn1

=-

, 
[image: image276.wmf]n

Î

¢

.


iii)

[image: image277.wmf]3

pn1

=+

, 
[image: image278.wmf]n

Î

¢

.

4.
Έστω 
[image: image279.wmf]α,ν,κ

*

Î

¥

 και  πρώτος με 
[image: image280.wmf]ν

p

α

. Να αποδείξετε ότι 
[image: image281.wmf]κκ

p

α

.

5.
Έστω 
[image: image282.wmf]α,β

Î

¢

 με 
[image: image283.wmf](

)

α,β1

=

. Να αποδείξετε τα εξής:


i)

[image: image284.wmf](

)

αβ,αβ1

+=

.


ii)
 
[image: image285.wmf](

)

νμκλ

αβ,αβ1

+=

, 
[image: image286.wmf]ν,μ,κ,λ

*

Î

¥

.

6.
Να αποδείξετε ότι είναι σύνθετοι οι αριθμοί:

i) 
[image: image287.wmf]4

n4

+

, όπου n φυσικός μεγαλύτερος του 1.

ii) 
[image: image288.wmf]n

81

+

, όπου 
[image: image289.wmf]n

*

Î

¥

.

7.
Να λύσετε στο 
[image: image290.wmf]¢

 τις εξισώσεις:


i)

[image: image291.wmf]32

xxx30

++-=



ii)

[image: image292.wmf]2

xxp112

++=

, όπου p πρώτος.

8.
Έστω 
[image: image293.wmf]α,β,ν

*

Î

¥

. Να αποδείξετε την ισοδυναμία:


[image: image294.wmf]νν

βα  βα

Û


9.
Έστω 
[image: image295.wmf]α,β,γ,δ

*

Î

¢

 με 
[image: image296.wmf](

)

(

)

α,βγ,δ1

==

 και 
[image: image297.wmf]αγ

βδ

+Î

¢

. Τότε 
[image: image298.wmf]βδ

=

.

10.
Δίνονται οι αριθμοί 
[image: image299.wmf]α2κ2

=+

 και 
[image: image300.wmf]β6κ7

=+

, 
[image: image301.wmf]κ

Î

¢

. Να αποδείξετε ότι:

i) το υπόλοιπο της διαίρεσης του αριθμού 
[image: image302.wmf]2

βα

-

 με το 10 είναι 2.

ii) αν ο αριθμός κ είναι πολλαπλάσιο του 7, τότε και ο αριθμός 
[image: image303.wmf]αβ2

+-

 είναι πολλαπλάσιο του 7.

11.
Δίνονται οι ακέραιοι αριθμοί 
[image: image304.wmf]β3α4

=+

 και 
[image: image305.wmf]γ4α5

=+

, 
[image: image306.wmf]α

Î

¢

. Να αποδείξετε ότι:

i) ο αριθμός 
[image: image307.wmf](

)

βγβγ

-+

 είναι περιττός.

ii) αν 
[image: image308.wmf]α3κ

=

, 
[image: image309.wmf]κ

Î

¢

, τότε ο αριθμός 
[image: image310.wmf]22

γβ

-

 είναι πολλαπλάσιο του 3.

12.
Αν α είναι ένας άρτιος ακέραιος αριθμός, τότε να αποδείξετε ότι:


i)

[image: image311.wmf](
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ëû



ii)

[image: image312.wmf](
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13.
Δίνεται ο αριθμός 
[image: image313.wmf]23300

Α999...9

=++++

. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός Α διαιρείται με τους αριθμούς 3, 2, 5, 7, 9 και 13.

14.
Αν 
[image: image314.wmf]α,β,γ

Î

¢

 και 
[image: image315.wmf](
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6

αβγ

++

, τότε να αποδείξετε ότι 
[image: image316.wmf](

)

333

6

αβγ

++

.

15.
Να βρείτε τους ακέραιους αριθμούς x, y για τους οποίους ισχύει:


i)

[image: image317.wmf](
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x211
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ii)

[image: image318.wmf]xyxy

=+



iii)

[image: image319.wmf](
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16.
Να αποδείξετε ότι 


i)

[image: image320.wmf](
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[image: image321.wmf]n
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ii)

[image: image322.wmf](
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, 
[image: image323.wmf]n

Î

¥



iii)

[image: image324.wmf](
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, 
[image: image325.wmf]n
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17.
Αν α, β είναι περιττοί ακέραιοι, να αποδείξετε ότι 
[image: image326.wmf](

)

(

)

8

αβαβ

-+

.

18. Να βρείτε τους φυσικούς αριθμούς α για τους οποίους ισχύει 
[image: image327.wmf](
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.

19.
Έστω α, β ακέραιοι με 
[image: image328.wmf](

)
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+

. Να αποδείξετε ότι 
[image: image329.wmf]7
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 και 
[image: image330.wmf]7

β

.
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